MP*4 Composition de Probabilités : Temps
d’ Arrét, Motifs

10 février 2019

Préliminaire : Borel-Cantelli. Soit A,, une suite d’événements, la limite supérieure de
la suite (Ap) est limsup A, = N3 (UmsnAm).

Interprétation (trés utile) : A est I'ensemble des w qui appartiennent a A,, pour une
infinité de n (IS).

Soit A,, une suite d’événements.

1) Montrer que : Si > | P(A,) < oo alors

P(limsup A,;) = 0.

(Ainsi, ’ensemble des w qui appartiennent a A,, pour une infinité de n est négligeable ;
ouencore : p.s. {n | w € A,} est fini. )

2) Siles A, sont indépendants et si P(limsup A,) = 0 prouver que

S P(4)) < oo

En déduire que, si les A, sont indépendants et si Y P(A,) = oo alors

P(limsup A,,) = 1. _

(Ainsi, I'ensemble des w qui appartiennent & A, pour une infinité de . est presque siir ;
ouencore : p.s. {n | w € A} estinfini.)

1 Temps d’arrét

Soit X, m» > 1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z. On note, pour
n € N*, U, la tribu engendré par les variable aléatoires X1, ..., X, c’est-a-dire les
réunions d’ensembles de la forme X; = iy,...,X,, = i, ol les 7 sont dans Z.
Un temps d’arrét — attaché a la suite X, — est une variable aléatoires 7' : Q) —
N* U {+0o0} telle que, pour tout n € N*, (T' = n) appartienne & U,,. Par exemple,
toute variable p.s. constante est un temps d’arrét.

1.1

a) Montrer que T est un temps d’arrét ssi :
1) pour toutn € N*, (T > n) est dans U, ;
ou encore ssi :

2) pour tout n € IN*, (T < n) est dans Up,.

O b) Soient E une partie de N, et £(E) = {n € N* | X,, € E}. Vérifier que le temps
d’entrée Tp = min E(E) est un temps d’arrét, et qu’il est presque partout fini dés que



les .\, sont [ID et que P(.X, € E) est strictement positive.

¢) Si T et T sont deux temps d’arrét, vérifier qu'il en est de méme de min(7,T") =
T AT etmax(T,T') = T v T En particulier, pour tout entier N fixé, T A N est un
temps d’arret.

1.2

On suppose dans cette question que T est un temps d’arrét pour X,,, n > 1 et qu'il
existe & dans N* et < €]0, 1 tels que pour tout n > 1ettout A € U, on ait

P(T<n+k|A)>e.

Montrer que
PT>n+k|T>n)<1l-¢

puis que pour tout m € N,
PT>km)<(1-¢)"

et en déduire que T est d’espérance finie.

Notations : dans toute la suite, on fixe un ensemble fini non vide A.

2 Motifs pour une suite de Bernoulli

Soit ux une suite de nombres réels. On rappelle que la limite supérieure de u,, notée
limsup,,__ . _u,, est la plus grande des valeurs d’adhérence de u,, dans R, et sa limite

inférieure. notée liminf,, . cu,, sa plus petite valeur d’adhérence dans R.

Dans cette partie seulement, on suppose que A = {P, F} et que X, est une suite de
variables aléatoires de Bernoulli indépendantes a valeurs dans A de paramétre p €]0. 1]
avec P(X,, = P) = p. Lorsque n est donné dans N, On note L,, le maximum, dans
NuU{+x},de

{1eN"|Xn=Xp41=...= Xnpi_1 = P}.

avec la convention max( = Q.

2.1

Montrer que L, est une variable aléatoires presque partout finie. Donner son espérance
et sa variance.

2.2

A . e L' _
Montrer que, presque sirement, liminf,, ;0% = 0

[§S]




2.3
Soit 3 > Fﬁﬁ et Ay = (L, > (I Inn). Montrer que

+00

> P(A,) < +oo.

n=]

En déduire que, presque si i L 1
Jue, presque slirement, llmsupn_‘+oom§‘; < Wi/

24

Solil L, une suite d’entiers strictement positifs tels que, pour tout 7 assez grand, [, =
n 42 . " » . .
[1_‘n(17,,)] ([, ] désigne la partie enti¢re). On définit la suite ny. par

no=0,Vk €N, ngy; =np + ln, -
8) Montrer que Inlnnyyy — Inlnmg = O(;L) et en déduire que 3 -1 diverge.

b) On pose A, = (X, =-..= X+
lement indépendants et que

ng=1 = P}. Montrer que les A, sont mutuel-

+oo
Y P(Ai) = +oo.
k=0

- . . L 1
c = 1 _
) Déduire de tout cela que, presque siirement, limsup,,_ 4 =% W(i/p)"

3 Le probléeme de Borel

Soient 7 un entier > 2 et un élément @ = (ay,...,ar) de A" . Soit (X,,), n > 1 une
suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes a valeurs dans A, identique-
ment distribuées avec P(X; = a;) =p; > 0,1 =1,...,r. On pose enfin

T, Zmin{n 2 1 | (Xu-rs1,--, Xa) = a)}.

3.1

a) Soit j € Nx. Calculer la probabilité de ((X;_,11,...,X;) = a).
b) Montrer que Ty, est un temps d’arrét pour la suite (X,).
c) Montrer que que T, est presque partout fini.

3.2

On note R I'ensemble des i € {1,...,7 =1} tels que
(ai—H,' o 10'1‘) = (ala O aar—-i)-

Posons, pourz € N, A;, = (Xu—rt1,..., Xu) =0), T, =n —i).




a) Vérifier I’égalité

(To=n)=((Xn=rt1,-., X)) =0a), Tu >n—=7)\ (A1, U...UA_1,.).

b) Montrer soigneusement que

Yn >r, P(T, =n) =Hp,< x P(T, >"_T)_Z H pj X P(Ty =n—1).

=1 IEN j=r—i+1

3.3

En déduire que I'espérance de T}, est

1 1
i +an_i'

Pr--Pr erllj=1p;

3.4 ABRACADABRA

On choisit dans cette question pour .4 I"alphabet usuel écrit en majuscules, les lettres
étant équiprobables, et pour séquence de lettres « = ABRACADABRA. Donner

E(T,). Calculer de méme I'espérance pour « = ABRACADABRI et expliquer les
différences obtenues.

33

a) Soit ) un, un série positive de somme 1, et soit R, = EZT:‘H ux. Donner pour
t € [0, 1], une identité entre 37 %% Rt et 1% ¢,

b) Prouver que la fonction génératrice de G' de T, est donnée pour ¢ € [0, 1]

([T, Pt
(H;:l pi)f'r + (1 - f’)(l + ZiEH(HJr:T-_H.] ]’j)ti) '

Ga(t) =

¢) Montrer qu’il existe a €]0, 1[ tel que P(T, = n) = O(a™).
d) (Pour départager les ex-aequo). Déterminer la variance de T,.




4 Espérance et suites de fonctions

4.1

Soit X une variable aléatoire discréte sommable. On note
des valeurs prises par X avec une probabilité > 0.

(a,.)uep la suite injective

a) Soit & > 0. Montrer qu’il existe un nombre § > 0 tel que, pour toute événement A,

P(A) < §= E(|X14]) <e.
b) Soit { B, }nen une partition de £2. Montrer que, correctement

E(X)= ) E(X1p,).
nEN

4.2 Convergence dominée

Soit X, une suite de variable aléatoires : 8 — Z, dont la limite est une variable
aléatoires X. On suppose qu'il existe une variable aléatoires Z d’espérance finie telle
que, pour tout 7 € N, | X,,| < Z. Montrer que les Xy, ainsi que X sont d’espérances

finies et que E(X,,) — E(X).

4.3 Convergence monotone

Soit Y, une suite de variable aléatoires : 2 — IN, croissante et dont la limite est une
variable aléatoires Y. Montrer que sup,,5q E(Y,,) < +00 <= E(Y) < +o0 et que
dans ce cas E(Yy,) converge vers E(Y).

5 Waald’s Formulas

Soit X, n > 1 une suite de variables aléatoires IID d’espérance finie a valeurs dans
Z.

5.1

a) Soit NV une variable aléatoire a \R"ﬂeurs dans N* indépendante de la suite X, et
d’espérance finie ; soit aussi S = )", _; X).. Montrer que S est une variable aléatoire,
donner sa fonction génératrice en fnction de celle de X; prouver que E(S) = E(N)E(X,).

b) On suppose que toutes les X, ainsi que N ont un moment d’ordre deux et que
E(X,) = 0. Montrer qu’il en va de méme de S et calculer la variance de S en fonction
de X1 et N.

5.2



a) Montrer que Sy est bien définie.

b) On suppose les X, positives, Montrer que B(Sr) = % E(X.173,,) et en
déduire B(S7) = B(X,)E(T),

¢) Prouver la formule dans Je cas général.

d) On suppose que toutes les X ont une variance finie o2 ctque £(X) = 0. Montrer

qu'il en va de méme de St et montrer que la variance de Sp vaut azE(T). On pourra
procéder comme suit :

i) Montrer que E(S%,,) = E(Spn_1) + 02P(T > n);
ii) Conclure,
53

Soit X, la marche aléatoire équilibrée sur Z,a < 0 < bdeux entiers, T [e temps
d’entrée dans la complémentaire de e, b].

a) Montrer que P(Sp = b) = = ¢ P(Sp=a)= L.

b—a

b) On note 7}, = inf{n: S, = a}. Calculer P(T, < T,) et en déduire que, pour tout
x€Z,T,est p.s. fini et d’espérance infinje,
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